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1. Введение
Пусть Мт , гп ^  2, есть евклидово пространство со скалярным произведе­
нием
ГП
ХУ =  ^ 2 х кук, X = (Х1 , . . . , х т), у = (У1 , . . . , у т), 
к= 1
и нормой \х\ = у/хх. Выделим в пространстве Мш единичный шар и единич­
ную сферу:
Шт =  {х Е Мш : \х\ ^  1}, §ш_1 =  { х Е Г  : \х\ =  1}.
Обозначим через 'Рп,т множество алгебраических многочленов 
Рп{х) =  ^  СаЖрж“2 1 =  ( 1 1 , . . . , 1 т ) е Г ,
ад + ...+от  
о=(оь ...,от )е^!р
степени (не выше) п от т  (вещественных) переменных с вещественными ко­
эффициентами са . Пусть 7^ ш есть подпространство многочленов 7 удо­
влетворяющих условию
J  Рп(х)йх = 0, (1)
§ т - 1
зга-1т. е. имеющих нулевое среднее значение на сфере §>т  . Для многочлена
Р  Е Рщт рассмотрим множество его неотрицательных значений
Р + (Р ) = { х е  §т_1 : Р(х)  ^  0} 
на сфере и ( ( т  — 1)-мерную поверхностную, классическую) меру
Ц Р ) = Ц Р ,  §— 1) =  |Е + (Р)|
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этого множества. В данной работе нас интересует задача нахождения вели­
чины
т(п,т) = inf{Д Р ) : Р  G Д Д }  (2)
наименьшей меры множества неотрицательности алгебраических многочле­
нов с нулевым средним значением на многомерной сфере.
Будем рассматривать также аналогичную (2) задачу на множестве Z n m^ 
зональных многочленов. Многочлен Р  Е Рп,т называется зональным , если 
найдется точка у на сфере Sm_1 и многочлен одной переменной g Е V n,i такие,
что Р(х) — д(ху ) при всех х  Е §>m_1. Рассмотрим подмножество зональных
многочленов с нулевым средним значением на сфере Z ^ m — Z n m^ П Р ^ Ш. 
Задача состоит в нахождении величины
z (n ,m ) =  inf{ц(Р) : Р  G Z°,m}; (3)
очевидно,
т(п,га) ^  z ( n 7m).  (4)
Впервые задачу типа (2) для тригонометрических полиномов поставил 
Л.В.Тайков в 1963 г. в докладе на семинаре С. Б. Стечкина в Свердловском 
отделении математического института им. В. А. Стеклова РАН в связи с ис­
следованием некоторых экстремальных задач, опубликованных в последую­
щем в [1] и [2]. Обозначим через Рп множество тригонометрических полино­
мов
п
fn(t) = а0 + Е (щ  cos kt  +  bfr sin k t )
k = 1
порядка (не выше) n с вещественными коэффициентами. Пусть 7^° есть мно­
жество полиномов f n Е Тщ имеющих нулевое среднее значение на периоде:
а 0 =  2 -  У  fn(t)dt  =  0.
Для полинома / п Е 7^° рассмотрим меру его множества неотрицательности 
М /п) =  М /п Д ) =  mes{£ Е [-тг,тг] : f n (t) ^  0}.
Задача Тайкова состоит в вычислении наименьшего значения этой меры
т(га) =  in f{fi(fn) : f n G Ц Д  (5)
Эту задачу решил А. Г. Бабенко в 1984 г.; а именно, он доказал [3], что
2тг
т[п)
и +  1 
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и экстремальным является полином
n +  1 4 2 
cos —-— t
/ п С )  =  ---------------------- 7Г * (6 )
cos t — cos-------
п + 1
При т  — 2 сфера S1 есть единичная окружность плоскости и т(п , 2) сов­
падает с т(п). Таким образом, т(п, 2) =  т(п) =  2тг/(п + 1). Решение задачи 
(2) при других значениях га неизвестно.
Точное значение z(n ,m )  (для всех п) известно лишь при га =  2 и га =  3. 
При га =  2 величины Д п , 2) и т(п , 2) совпадают, поскольку экстремальный 
полином (6) в задаче (5) является четным. Решение задачи (3) при га =  3 
может быть получено с помощью результата В. В. Арестова и В. Ю. Раевской 
[4] для алгебраических многочленов одной переменной на отрезке [—1,1]. Ос­
новным результатом данной работы является следующее утверждение (оно 
было анонсировано автором ранее в [5]).
Теорема. При га ^ 3 существуют положительные константы А т и В т 
такие, что при всех п ^ 1 выполняются неравенства
- 2L-  ^  т ( п , г а )  ^  Д п , г а )  ^  . ( 7 )глгп—1 ^  v 5 у \  v 5 \  гу.т—1 v '
Ниже в леммах 3.3 и 2.1 будут приведены более информативные оценки, 
в частности будут выписаны конкретные значения величин А т и В т.
Сделаем несколько замечаний относительно рассматриваемых в данной 
работе интегралов по следующим множествам: шар Вш(г) =  {х Е Мш : 
\х\ ^  г} радиуса г с центром в начале координат пространства Мш, сфера 
§>ш_1(г) =  {х Е Мш : |ж| =  г} радиуса г пространства или, более обще, шар 
ВДг) и сфера §/с_1(г) некоторого линейного подпространства размерности &, 
2 ^  к ^  га, в частности единичный шар Вш =  Вш(1) и единичная сфера 
§>ш—1 =  §>ш_1(1). На каждом из этих множеств Ш рассматривается классиче­
ская мера Лебега (соответствующей размерности). Для измеримого подмно­
жества Е  С И символом \Е\ условимся обозначать (соответствующую) меру 
множества Е.  Пусть Ь(Е)  есть пространство функций, измеримых и сумми­
руемых на Е ; для функции /  Е Ь(Е)  ее интеграл (Лебега) по множеству Е
будет записываться в виде / /(ж) с1х. Впрочем, ниже в большинстве случаев
Ут;
интегралы можно понимать в римановском смысле (относительно соответ­
ствующей меры Жордана).
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2. Оценка сверху
В этом параграфе будет получена оценка сверху величины (3), а как след­
ствие и (2) при га ^  3. В наших рассуждениях несколько раз будут исполь­
зованы известные формулы (см., например, [6, гл. XVIII, §5, п. 676]):
т
|Bm (r)| =  |Г > | =  / 7  2_|_ о \  ’ (8)
тт 7Г 2
IS"1-1! =  m|BTO| =  (9)
ГЩ )
где Г есть гамма-функция Эйлера.
Нам будет удобно разбить доказательство на несколько пунктов.
2.1. С помощью функции д: R —»• R и ненулевой точки у Е Мш опреде­
лим функцию Ф(ж) = д(ху)7 отображающую Шт в R; ее называют функцией 
плоской волны или зональной функцией. Пусть -  единичный вектор, ле­
жащий на луче, выходящем из начала координат в направлении у ; тогда 
у — \у\еу. Для вещественного числа р обозначим через П(р) гиперплоскость 
точек х  Е Мш со свойством хеу = р. Для точек х  из гиперплоскости П(р) име­
ем ху — \у\ • же  ^ =  |р|р; как следствие, Ф(ж) =  д(ху) — д( \у\р) ,  т. е. функция Ф
имеет на гиперплоскости постоянное значение.
При соответствующих предположениях относительно функции д справед­
лива формула
[  g(xy)dx  =  |Sm_2| f (1 -  р2) 1^  д{\у\р) dp, у ф  0. (10)
Js™-1 7 - ı
Эта формула хорошо известна, однако для полноты изложения она будет 
здесь обоснована в предположении, что функция д на каждом (конечном) 
отрезке вещественной оси ограничена и имеет конечное число точек разрыва. 
В этих условиях оба интеграла в (10) существуют.
При сделанных предположениях для любого г > 0 существует интеграл
G{r) = [  g(xy)dx,  r >  0. (11)
J в д
Преобразуем его. Прир  Е [—г, г] сечение шара гиперплоскостью П(р) дает
шар Вш_1(а) радиуса а = \ р З  — р2 с центром в точке Рщт- Поэтому имеем
IУI
G ( r ) = f  |Bm -1(a)| #(|у|р) dp.
J —Г
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Применив к |ВШ 1(а)| формулу (8), получаем
G(r ) =  |Bm -1| J  (V г 2 -  Д  g(\y\p)dp. (12)
Дифференцируя последнее представление, находим
G'(r) =  r{m — l) |B m_1| f  (г2 — р2) 2 g(\y\p)dp.
J —г
Сделав замену р =  77/ ,  pf Е [—1,1], получаем наконец формулу
G'{r) = г т- 1( т - 1 )\Шт- 1\ Ç  (1 -  р2) ^ g{r\y\p) dp. (13)
С другой стороны, используя, к примеру, полярную замену переменных 
(см. [6 , гл. XVIII, §5, п. 676]), интеграл (11) можно представить в виде
G ( r ) =  / V  
J о
Дифференцируя это соотношение, получаем
G \r )  =  r m" ^ ( r )  =  rm~l f g(r ■ xy) dx. (15)
Jgm-1
Приравнивая правые части представлений (13) и (15), получаем соотношение 
[  9  ( г - xy )d x  =  ( m - l) |B m -1| [  (1 -  р2) ^ g(r\y\p) dp. (16)
JS™-1 .7-1
При г — 1 для функции д =  1 соотношения (11) и (14) дают хорошо из­
вестную формулу (9). В силу этой формулы соотношение (16) можно записать 
в виде
[  g ( r - x y ) d x  =  |Sm_2| f  (1 -  р2) ^  g(r\y\p) dp. (17)
Js™-ı .7-1
Полагая здесь г — 1, приходим к (10).
2.2. Переформулируем задачу (3) в виде соответствующей экстремаль­
ной задачи на множестве Vn — Vn,ı многочленов одного переменного. Пусть 
дп С Vn> У E §>m_1 и Рп(х) — дп(%У) ~ соответствующий зональный многочлен
на сфере. В силу (10) имеет место формула
/  Р Щ Д ж  = |Sm“ 2| [  (1 - p 2) ^ g n(p)dp. (18)
Js™ -1 .7-1
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В данной ситуации условие (1) принимает вид
(19)
а это означает, что многочлен дп на отрезке I =  [—1,1] ортогонален функции
Множество многочленов дп Е 1 со свойством (19) обозначим через Рп(ф).
Выразим меру /а(Рп) =  ц(Рп,§ ш_1) =  \Е+(Рп)\ множества неотрица­
тельности Е +(Рп) — {х Е §>ш-1 : Рп(х) ^  0} многочлена Рп в терминах
многочлена дп. Положим е(дп) — {£ Е I : дп( )^ ^  0}. Характеристиче­
ская функция % =  Хе{дп ) множества е(дп) (на отрезке) и характеристическая 
функция X  =  Х е (р п ) множества Е(Рп) (на сфере) связаны соотношением 
Х ( х ) =  х ( х У)• Применяя к этой паре функций формулу (10), получаем соот­
ношение
где вес ф определен формулой (20).
2.3. Оценим величину (22) сверху. Это будет сделано с помощью кон­
кретного многочлена, конструкция которого восходит к С.Н. Бернштейну 
(см., например, [7, с. 28; 4] и приведенные там ссылки). Обозначим через 
Чк — 0 ^  к < схэ, систему многочленов Гегенбаура, ортогональных на от­
резке I =  [—1,1] с весом (20). Пусть =  £&(а) -  наибольший нуль многочлена 
Чк — Чк’ Определим многочлен
нечетной степени п — 2к — 1. Этот многочлен удовлетворяет условию (19) (см., 
например, [8, с. 201; 7, с. 28]), т. е. Яп Е Рп(ф), п =  2к — 1. Следовательно, 
имеет место оценка
Ф(р ) =  (1 -  Р2)а , а  =  а{т)  = (20)
(21)
Положим
В силу соотношения (21) задачи (3) и (22) связаны равенством
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где
С (к) =  С (к, га) — [  (f){t)dt =  f  (1 —t 2)adt,
Je(R2k-1) Jtk
m  — 3 
a  =  — r — . (26)
В последнем интеграле сделаем замену t — cos#, в Е [0,#/ф где Ok — 0к{о) — 
— arccosД. В результате получаем представление
гвк
С (к) =  /  (sin0)m“ 2 dß, (27)
Jo
а это дает оценку
лш-1
С(к) < . (28)
га — 1
Известно (см., например, [9, теорема 8.1.2]), что
lim квк(а) =  Д а ), (29)
я—)■ оо
где j  (а) есть первый положительный нуль функции Бесселя
( _ 1 ) Д | ) “+2-
■ Ш  = X—J v\T(u +  а  +  1)
V—О 4 7
первого рода порядка а. Отметим, что для j (a)  имеет место [10] оценка
J{ol) <С \ / ol +  1 (л/о: +  2 +  l) , а  > —1. (30)
Введем обозначение
77 (а) =  sup{kOkiot) : к ^  1}; (31)
в силу (29) эта величина конечная при каждом га. Неравенство (28) влечет 
теперь оценку
(nia ) ) 171- 1
С(к) < Д-----г , 1. (32)
w  (га — l)&m-1 ^  v 7
Для п ^  1 положим к — 
Имеем цепочку неравенств
п +  1
. Тогда либо п — 2к, либо п — 2к — 1.
(т -  1 )(2 к ) т ~ 1 (то -  1 )(2 к -  1 )т ~ 1 ' 
Следовательно, при любом п  ^  1 справедлива оценка
С(п, ф) < C(fc, m) < • (33)
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В силу (29) существует номер А;(га) такой, что при к ^  А;(га) выполняется 
неравенство
кВк ^  Л «) ( и  г )  ;у га  — 1 у
при таких к имеем
С № ) < >  « и м ) - 1
(га — 1)А:Ш 1 у га — 1 / (га — 1)А:Ш 1
Отсюда заключаем, что при любом га ^  3 для каждого п ^  п(га) =  2А;(га) 
выполняется неравенство
^ е ( 2 ^ ( Д ) — 1 
Д п 7ф) < 1. (34)
(га — 1)пш 1
Равенство (23) и неравенства (28), (33), (34) дают такое утверждение. 
Л емма 2.1. При п ^  1, га ^  3 имеет место неравенство
г (п ,т )  ^  Вт {п), (35)
в котором
п + 1г9к (а)
Вт(п) = |8т _ 2 | /  (зш*)т - 2<й, * =
Д ля  последней величины справедливы оценки
(36)
В (п) ^ т  /? — |®то“ 2 | ( в ( а )) Т7 ^  1- ('37'|&т\Щ <   1 5 Пгп  2) , п  ^  1, (37)
н  1 га  — 1
в т =  |§т _ 2 | ““ -----> га ^ га (т ) . (38)
Лемма 2.1 содержит оценку сверху в (7).
3. Оценка снизу
В работе С. Б. Стечкина [11] содержится следующее утверждение.
Л емма 3.1. Предположим, что /  есть тригонометрический полином по­
рядка п Д  -  точка; в которой достигается его чебышевская норма Ь —
— Н/НсЪтг? и пРи этом /(£) > 0, так что Ь — ||/ || =  /(£). Тогда
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Переформулируем эту лемму для алгебраических многочленов на сфере.
Л емма 3.2. Предположим, что Р  есть алгебраический многочлен порядка 
п (от т  переменных), xq Е §>m_1 -  точка; в которой достигается его чебы- 
шевская норма L — ||^||c(§m-i), и при этом Р ( х о) > 0, так что L — Р (х о). 
Тогда
Р ( х ) ^  L cos nt, (39)
7Г
Itl ^  —, x x q  = cost. (40)
п
Доказательство. Это утверждение следует из леммы Стечкина. Действи­
тельно, зафиксируем точку х  Е §>m_1, х ф х о, со свойством (40). Обозначим 
через П двумерную плоскость, проходящую через точки ж, ж о ( и  начало ко­
ординат пространства). Сечение сферы Sm_1 плоскостью П есть (плоская) 
окружность S. Будем рассматривать в плоскости П полярную систему ко­
ординат, полярный луч которой совпадает с направлением вектора x q . По­
лярный угол t точки х  определяется соотношением жжо =  cost. Сужение 
многочлена Р  на окружность S  является тригонометрическим полиномом 
порядка п (переменного t). Применяя к этому полиному лемму Стечкина 3.1, 
получаем утверждение леммы 3.2.
Напомним обозначения:
Е + {Р)  =  { х  6 Sm_1 : Р ( х )  ^  0}, ц ( Р )  =  ц { Р ,  Sm_1) =  \ Е + {Р)\ .
Лемма 3.3. При п  ^ 1, т  ^ 3 для любого многочлена Р  Е Р®т имеет  
место неравенство
р(Р)  ^ Лт(п), (41)
в котором
А т(п) — |§m_2| /  (sin t ) m ~ 2 cosntdt] (42)
Jo
для последней величины справедлива оценка
Лп( п)  5» Д т '  Ат = Д Д  (43)пт 1 2 т  (т — 1)
Доказательство. Пусть Р  ^ 0 есть многочлен из Рщт и жо -  точка сферы, 
в которой достигается его чебышевская норма: ||Р ||с(§ т — 1 ^ =  Т (ж 0)|. Пред­
положим сначала, что Р ( х о) >  0. Рассмотрим множество
Е п ( хо) =  |ж  G § m_1 : xxq =  cos t, t  E ^  } ;
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на этом множестве выполняется условие сое ^  0. А отсюда в силу леммы 3.2 
следует вложение Е п ( хо) С Е^~(Р).  Поэтому имеем
М Д  ^  \Еп(хо)\ = [  <Лх = [  х{х)йх]  (44)
л Е п ( хо) J <S,rn~ 1
здесь % есть характеристическая функция множества Е п(хо) :
| 1 ,
[0 , X ^ Е п (хо).
Эта функция является зональной; более того, х(х) — 9 п(ху), где функция
9п(р)? Р £ [— 1,1], обладает тем свойством, что рп{Ь) — 9п(сов^) есть характе­
ристическая функция отрезка 1п — — — , —  . Следовательно, к последнему
I 2п 2п\
интегралу из (44) можно применить формулу (10); в результате получаем 
ц(Р) ^  |§т _ 2 | у  (1 -  Р2) ^ д п ( р )  Лр =
=  |§т “ 2| Г ( а Ш ) т- 2рп(Ь) (И = 
Уо
=  |§т - 2| [ 2п(8Ш)т- 2(И.
Итак, справедлива оценка
К Р ) > Л т ( п )> (45)
в которой
л Д ( „ )  =  |§™-2| / 2п(8ш*)т - 2^ .  (46)
} о
Предположим теперь, что Р{хо) < 0. Введем следующее обозначение: 
Е~{Р)  =  {х Е §ш_1 : Р{х) < 0}.
В силу условия (1)
[  Р(х)  9х — [  {—Р{х))9х.
9 е + ( р )  9 е ~ ( р )1
По лемме 3.2
7Г
—Р(х)  ^  Ь совпС Ш ^  —, ххо =  cost.
п
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Определим на сфере §>т (зональную) функцию Сп
7Г 7Г
Сп(х) =  cosnt  для \t\ ^  — , Сп(х) = 0, для |£| > —  ;
2 п 2 п
здесь xxq — cos t. Имеем
I P (x )d x  — I (—P ( x ) ) d x ^ L  j Сп(х) d x —
JE+(P) JE~ (P) J$™-1
=  L |Sm_2| J  (1 - p 2)vlP c n{p)dp =
= L |8m_2| /  (sin t ) m ~ 2 œ s n t d t  — L A $ ( n ) ,
J о
где
AmHn ) — |§m_2| /  (sin t)m_2 œ s n t d t .  (47)
J 0
С другой стороны,
/  P{x) d x ^ L  mes E + (P ).
JE+{P)
Отсюда следует оценка
ц(Р) =  mes Е + (P ) ^  (п). (48)
Сравнивая (46) и (47), видим, что А т \ п )  ^  А $ ( п ) .  Таким образом, нера­
венство (48) выполняется в обоих случаях, независимо от знака числа Р (х о).
Тем самым неравенство (41) с константой (42) доказано.
( 2 )Оценим величину А т (п) =  Ат Чп) снизу. Для этого оценим снизу инте­
грал
г(га,п) — n m~l /  (sin t)m_2 œ s n t  dt. (49)
J о
Функция sin на отрезке [0,7г] выпуклая вверх, поэтому справедливо неравен­
ство
s i n ^ \  
sin t ^  t I — J , t e
2 n /
° ’ 2n
Применяя это неравенство, получаем
7Г \ гп- 2 
Л1 —  \
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г £ш 2 со8£с?£.
Функция убывает на [0,7г], и, кроме того,
7 г  —  2 £










[  2 £ш_2(7г — 2£) (И —
7Г
2 т  (т — 1)
(50)
Соотношения (42), (49) и (50) дают оценку (43). Лемма доказана.
В силу леммы 3.3 для любых т  ^  3, п ^  1 имеет место оценка снизу в 
(7) с константой
7Г | § ^ - 2 |
т  2 т (т  -  1)'
Таким образом, теорема доказана полностью.
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